Semana 15

= Se sugiere antes de resolver los ejercicios ver los videos de YouTube de los temas correspon-
dientes asi como también leer la bibliografia recomendada y el material tedrico subido en el
campus del curso.

= A continuacién se presentan algunos ejercicios resueltos y algunas observaciones para resolver
los ejercicios 10 a 18 de la Guia 4. Los ejercicios propuestos que no estan en la guia (pero que
se relacionan con los mismos) no tienen numeracion.

Esta semana resolveremos sistema de ecuaciones diferenciales a coeficientes constantes.

Sistema de ecuaciones diferenciales

Ejercicio 10 c) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales a coeficientes constan-
tes:
y1 = —4y1 — 6y2 + 3y3
Yo = 2y1 + 4y2 — 2y3
Ys = —2y1 — 2y2 + Y3

-4 -6 3
Dem. Primero escribimos el sistema de ecuaciones en forma matricial. Sea A = 2 4 =2
-2 -2 1
y1(t) vy (t)
e Y(t):= y2(t) | , entonces Y'(t) = yh(t) | y resolver el sistema de arriba, es equivalente a
y3(t) ys(t)
resolver
Y’ = AY.

A continuacién, buscamos diagonalizar la matriz A (si es posible). En caso de que A no sea
diagonalizable buscamos la forma de Jordan de A tal como hicimos en el Ejercicio 8.
Calculamos el polinomio caracteristico de A:

—4-X -6 3

pa(X) = det(A — XI) = det( 2 4-X =2 [)=-X+r 12
-2 -2 1-2A
Las raices de pg son Ay = 2, Ao = —1, A3 = 0 todas raices distintas, por lo tanto A es
diagonalizable.

Calculamos los autoespacios asociados a cada autovalor.

-6 —6 3 -6 —6 3 1
Sro=nul(A=2)=nul( | 2 2 =2 |)=nul(| 0O 0 =3 |)=gen{ | -1 |}
-2 -2 -1 0 0 =3 0



3 1
Sr—cr=nul(A+I)=nul( | 2 5 =2 |)=nul(| 0 3 0])=gen{ ]| 0|}
6 0 1

-2 =2 2 0
-4 -6 3 -4 -6 3 0
Srx—o=nul(A)=nul( | 2 4 =2 |)=nul(]| 0 2 —1|)=gen{ |1 |}
-2 =2 1 0 2 -1 2

Construimos la matriz P colocando en sus columnas tres autovectores linealmente independien-
tes, por ejemplo:

1 10
P .= -1 0 1
0 1 2
2 0 0
SiD:= 0 —1 0 |, entonces
0 0 O
A=PDP L.

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales, proponemos el siguiente cambio de variables:
Y(t) .= PZ(t).
Entonces, intuitivamente podemos ver que Y'(t) = PZ'(t) y el sistema a resolver nos queda:
Y'(t) = PZ'(t) = AY (t) = APZ(t).
Multiplicando a izquierda por P~! la ecuacién anterior, nos queda:

Z'(t)= P 'PZ(t)= P 1APZ(t) = DZ(t).

21 (¢) 2 0 0 z1(t)
Entonces, 2 | =10 -1 0 29(t) | y nos queda el siguiente sistema desacoplado a
25(t) 0 0 0 z3(t)
resolver:
z] =22
zh = —29
25 =0

Recordando la Guia 2, tenemos que la solucion de cada ecuacion diferencial es:
2t -t _
21(t) = c1e”, zo(t) = coe™ ", 23(t) = c3,

con c1,c2,cs € R. Volviendo a la variable original, nos queda que:



1 10 cre?t 1 1 0
Yt)=PZ(t)= | -1 0 1 et | =ce® | =1 | +ee™ |04 | 1] =
0O 1 2 cs3 0 1
cle% + cze_t
= | —ae*+e |,
coe”t + 2c3
c1,ca,c3 € R, ]

En general, supongamos que A € C"*™ y queremos resolver el sistema de ecuaciones diferen-

ciales
Y’ = AY. (1)
A1
Si A es diagonalizable, entonces A = PDP~! con D = iy una matriz diagonal que
An
en su diagonal tiene a los autovalores de A (no necesariamente distintos) y P = [v1 vy -« vy,] €
C™*™ una matriz inversible cuyas columnas vy, v9,--- ,v, forman una base de autovectores

de A y cada v; es un autovector asociado al autovalor A;.
A partir del cambio de variable Y (t) = PZ(t), operando de la misma manera que hicimos en
el ejercicio anterior, podemos ver que una base de soluciones (o un conjunto fundamental de
soluciones) de (1) es

{eAlt’Ul, 6)\2t1)2, . ,e)mt,un}

y todas las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (1) son:
Y(t) = 016/\1“]1 i C2e>\2tv2 dlooodl cne)\nt,um

con ¢1,¢2, - ,cp € C.

Ejercicio 11 Hallar la soluciéon del problema a valores inciales y analizar el comportamiento
asintotico de:

con A = [_1 _2].

Y =AY, Y(0) = Y, (2)

0 -3
Dem. Tal como hicimos en el ejercicio anterior, veamos si A es diagonalizable. Calculamos el
polinomio caracteristico de A:

—-1-A -2

pa(A) = det(A — AI) = det( 0 sy

)= (~1=N)(-3- ).

Observar como p4 nos quedo factorizado. Por lo tanto, las raices del p4 son A\ = =1y Ao = —3
todas raices distintas, por lo tanto A es diagonalizable.



Facilmente vemos que los autoespacios asociados son:
0 -2 1
Sra=—1 =nul(A+ 1) = nul( [0 _2})—gen{ [0]}
2 =2 1
Sx=—3 = nul(A + 3I) = nul( [ 0 0 ]):gen{ [ 1 ]}

Por lo tanto, como vimos arriba, todas las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales son:

Y(t) = cret [ (1) ] +epe [ i ] ;

con c1,cy € R.
Usando la condicién inicial podemos hallar los valores de ¢ y c2. De hecho,

1 1 c1+ ¢ Y01
o=a [o e [1]= [0 ] [ ]
donde Yj; e Y2 son la primera y segunda coordenada del vector Y respectivamente. Despejando,

tenemos que co = Yp2 v ¢1 = Y1 — c2 = Yy1 — Yoo. Por lo tanto, la solucién del sistema de ecuaciones
diferenciales a valores iniciales es:

L [1 _ 1 Yo1 — Yoo )e ™t 4 Ygoe ™3
Y (t) = (Yo — Yoo)e™ [0 } + Yooe [1 } = [( 01 %2/326_& 02 :

Por lo tanto,

lim Y (t) = lim

t—o00 t—o0

(Yor — Yoo)e ™t + Yooe ™3 | lmeseo [(Yor — Yoo)e™" + Yoge '] _ |0
Ypoe 3t ' limyyoe Yooe 3t .



Recordar que en el Ejercicio 2, vimos que para matrices A € C?*2 (con coeficientes reales)
vale que el polinomio caracteristico de A es

pa(N) = A% — tr(A)X + det(A),

y en consecuencia las raices de p4 son

1
At = §[tr(A) + /tr(A)2 — 4det(A)].
Si A es diagonalizable, vimos que las soluciones del sistema de ecuaciones (2) son
Y () = creMtv; 4 cpe*?tus,

donde c1, ¢y € C, A1, A2 € C son los autovalores de A y v1,v2 € C? los autovectores asociados
a dichos autovalores.

Por lo tanto, lim;_, Y (t) = [ 8 ] (para cualquier valor inicial) siy sélo si A\; <0y Ay < 0.

Si 4det(A) < tr(A)? entonces, por la férmula de los autovalores de A que escribimos arriba,
A1 € Ry A2 € R. En ese caso, si tr(A) < 0y det(A) > 0, tendremos que

tI‘(A) =AM +X<0y det(A) = A1 A9 > 0.
Por lo tanto, no queda otra que A\; < 0y Ay < 0 (por qué?) y en ese caso, siempre tendremos

que lim;_,o Y (t) = [ 8 } .

1 2

Ejercicio 12 Sea A = [ 5 1

} . Hallar todos los Y, € R? tales que la solucién del problema a

valores inciales

Y' =AY, Y(0) = Yy,
tiene norma acotada. Es decir, existe C' > 0 tal que
Y@l <C

para todo t > 0.

Dem. Operando de manera similar al ejercicio anterior, tenemos que A = 3 y Ao = —1 son los
. . 1 -1

autovalores de A con autoespacios asociados Sy—3 = gen{ [ 1 ]} y Sa=—1 = gen{ [ 1 ]} Por lo

tanto A es diagonalizable y todas las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales son:

Y (t) = cre® [ 1 ] + cpe”! { 711 } ;

con ci,cy € R.



Usando la condicién inicial podemos hallar los valores de ¢; y c2. De hecho,
1 -1 1 — C2 Yo
0)=ce [1]+C2e [ 1 ] [014‘02} {YOQ ’
donde Yj; e Y2 son la primera y segunda coordenada del vector Y; respectivamente. Despejando,
Yo1+¥02 w Por lo tanto, la soluciéon del sistema de ecuaciones

tenemos que ¢ = M52 y 2 =
diferenciales a valores iniciales es:

Yo+ Yoo, 5 |1 Yoo —Yor, 4 | —1
YO = ()t | [ e
Considerando el producto interno canénico de R? y usando Pitégoras (o haciendo la cuenta) tenemos

que
Yo1 + Yoo

2

Buscamos los valores de Y para que ||Y ()
Yo existe C' > 0 tal que

Yoo — You
2

sea acotada. Es decir, buscamos para qué valores de

Y@l = ( )2e%2 + ( )Ze 202,

I

Y@l <C

para todo t > 0.

Observar que si Yy + Yo2 # 0 entonces || Y (¢)]|? nunca es acotada pues como lim; o, €% = o0y
limtﬁm(%)%dﬁ = 0, tendriamos que lfim;_, [|Y (¢)||? = oo, eso significa que dado cualquier
M > 0 siempre existe to > 0 tal que si t > to entonces ||Y (¢)]|? > M, entonces ||Y (¢)|? no es acotada
y por lo tanto ||Y ()| tampoco.

Afirmamos que ||Y(¢)]| es acotada si y sélo si Yp1 = —Ypa. De hecho, en ese caso,

Yoo — Yo1

YOI = (=

e = 2¥Ze ¥ < 2Y,

para todo ¢ > 0. Por lo tanto ||Y (¢)|| < v/2 |Yo2|, para todo t > 0 e Y (¢) resulta acotada. Conclusion,
si Yy € gen{ [ _11 ]}, la norma de Y'(¢) resulta acotada. O

Caso no diagonalizable

A continuacién veremos un ejemplo de cémo resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
a coficientes constantes cuando la matriz A no es diagonalizable, recordar lo que hicimos en los
Ejercicios 8 y 9.

3 1 -1
Ejercicio 15 b) Sea A = 0 2 0 | . Hallar la solucién del problema a valores inciales y
11 1

analizar el comportamiento asintético de:

Y/ =AY, Y(0) = Yo,



Dem. Tal como vimos la semana pasada en el Ejercicio 9, A no es diagonalizable. Veamos cémo
procedemos en este caso para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales.

En este caso, calculamos la forma de Jordan de A. Recordar que en la resolucién del Ejercicio
9, probamos que si

2 10
J = 0 2 0|y

0 0 2

1 1 1

P = 0 0 -1

1 0 O

entonces la forma de Jordan de A es
A=PJP L

En este caso, también haremos el cambio de variables Y (t) := PZ(t). Entonces, Y'(t) = PZ'(t)
y el sistema a resolver nos queda:

Y'(t) = PZ'(t) = AY (t) = APZ(t).
Multiplicando a izquierda por P~! la ecuacién anterior, nos queda:

Z'(t)y= P 'PZ'(t)= PYAPZ(t) = JZ(t).

Entonces,
21 (%) 210 21(t)
2t | =10 2 0 22(t)
25(t) 0 0 2 23(t)

y nos queda el siguiente sistema a resolver,

2] =221 + 29
zh = 229
2h = 223
Recordando la Guia 2, tenemos que la solucién de las ecuaciones diferenciales homogéneas 2}, =
229, 25 = 2z3, €s

2o = coe®| z3(t) = cze™,

con ¢, c3 € R. Nos queda a resolver, la siguiente ecuacién diferencial no homogénea
21 (1) = 221 (t) + 29(t) = 221 (t) + coe®. (3)
Recordando (por ejemplo) el Ejercicio 2.29, tenemos que todas las soluciones de (3) son
21(t) = 21 (8) + 21 (1),

donde z{’ son las soluciones del sistema homogéneo asociado y 2] es una solucién particular. En este
caso 2l € gen{e?'} y 2P (t) = f(t)e?, donde f'(t) = (c2e*)e~2 = cy. Entonces, f(t) = cot y tenemos
que 27 (t) = cate?. Por lo tanto,

z1(t) = c1€2t + cote?,



con c; € R.
Volviendo a la variable original, nos queda que:

1 1 1 cr1et 4 cote?t
Y({t)=PZ(t)= | 0 0 —1 coe?t
1 0 c3e?t
1 1 1 1
= 0 | + coe® 0|+ | 0|)+eze? | -1
1 1 0 0
c1e?t + coe?t(t + 1) + cze®
= —036%
c1 et 4+ 0262tt

Usando la condicién inicial podemos hallar los valores de ¢, ca v ¢3. De hecho,

c1e® 4 c2e?(0 + 1) + c3e” c1+co+cs Yo1
Y(O) = —0360 = —C3 = }/02 5
c1e¥ + c2e%0 1 Yo3

donde Yp1, Yoo e Yp3 son la primera, segunda y tercera coordenada del vector Y, respectivamente.
Despejando, tenemos que ¢; = Yps3, ¢c3 = —Ypo v c2 = Yo1 — ¢3 — ¢1 = Yo1 + Yp2 — Yo3. Por lo tanto,
la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales a valores iniciales es:

1 1 1 1
Y(t) =Yoze? | 0 | + (Yoo + Yoo — Yoz)e2!(t | 0 | + | 0 |) — Ypee® | —1
1 1 0 0



En general, supongamos que A € C3*3 y queremos resolver el sistema de ecuaciones diferen-
ciales
Y’ = AY. (4)

Supongamos que A no es diagonalizable y que la forma de Jordan de A es A = PJP~! con
P = [v1 vp v3] € C>*3 una matriz inversible (repasar los Ejercicios 8 y 9 para ver cémo
obtener la matriz P). Tenfamos 3 casos posibles y segin en qué caso estabamos la matriz J
variaba:

Caso 1: X\ es un autovalor triple de A con multiplicidad geométrica 1. En ese caso J =

1 0
0 X 1
0 0 X
Caso 2: )\ es un autovalor triple de A con multiplicidad geométrica 2. En ese caso J =
A 1 0]
0 X 0
0 0 X
Caso 3: ) es un autovalor doble de A con multiplicidad geométrica 1 y p es un autovalor

simple de A. En ese caso J =

o O >
T O o

1
A
0
A partir del cambio de variable Y (t) = PZ(t) y operando de la misma manera que hici-
mos en el ejercicio anterior, podemos obtener todas las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales (4) segun el caso en el que estemos:

Caso 1: )\ es un autovalor triple con multiplicidad geométrica 1. En ese caso, todas las
soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (4) son:

£2
Y(t) = creMv; + czeAt(tvl +vg) + 036)‘t(§vl + tvg + v3),

con c1,cy,c3 € C.

Caso 2: A es un autovalor triple de A con multiplicidad geométrica 2. En ese caso, todas las

soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (4) son:

A

Y (t) = cre’Muy + cae(tvy + v2) 4 czeMvs,

con c1,ca,c3 € C.
Caso 3: \ es un autovalor doble de A con multiplicidad geométrica 1 y p es un autovalor
simple de A. En ese caso, todas las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (4) son:

Y(t)= creMuy + CQCAt(tvl + v2) + czettus,

con ¢y, co,c3 € C.
Pensando de manera similar, podemos deducir cémo serfa la forma de Jordan para A € C2*2
y todas las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (4).




Sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo

Finalmente, veamos un ejemplo de resoluciéon de un sistema de ecuaciones diferenciales no ho-
mogéneo.

Ejercicio 16 a) Resolver el problema no homogéneo
Y'(t) = AY (t) + F(t),

con A — [g :Hym): [EZ]

Dem. Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo, primero veamos si A es
diagonalizable. En caso de que A no sea diagonalizable, calcularemos la forma de Jordan de A y
prodeceremos de manera similar.

Calculamos el polinomio caracteristico de A:

pa(N) = det(A — AI) = det( [ZQA _Q_i)\}):)?—l.

Las raices del pg son Ay = —1 y A2 = 1 todas raices distintas, por lo tanto A es diagonalizable.
Facilmente vemos que los autoespacios asociados son:

Sre1 = nul(A + I) = nul( [2 . }):gen{ [;]}

1 -1 1
1= A-—1)= = .
Sx=1 = nul( ) = nul( [ 5 _3 ]) gen{ [ 1 ]}
Construimos la matriz P colocando en sus columnas dos autovectores linealmente independientes,
. lo: P 11 Do -1 0 ¢
por ejemplo: P:= | . |y, 81 D= o 1 |- entonces

A=PDP

-1
Tal como hicimos en los ejercicios anteriores, proponemos el siguiente cambio de variables,
Y (t) := PZ(t). Entonces, Y'(t) = PZ'(t) y el sistema a resolver nos queda:

-1 1
-1 _1
con P —2[3 }

Y'(t) = PZ'(T) = AY(T) + F(t) = APZ(t) + F(t).
Multiplicando a izquierda por P~! la ecuacién anterior, nos queda:

Z'(t)y= PT*APZ(t)+ P 'F(t) = DZ(t) + P"'F(t)
SERIEEI R
[ 2] L)

10



Entonces, nos queda el siguiente sistema desacoplado no homogéneo a resolver,

Recordando la Guia 2, tenemos que todas las soluciones de la ecuacion diferencial homogénea
21 + 21 =0 son

21(t) = cre™?,

con ¢ € R.
Por otro lado, recordando (por ejemplo) el Ejercicio 2.29, tenemos que todas las soluciones de

de la ecuacién diferencial no homogénea 25 — z = g(t) con g(t) = €3, son

2(t) = 25 (1) + 24 (2),

donde 2 son las soluciones del sistema homogéneo asociado y 2% es una solucién particular.
En este caso, 28 € gen{e'} y 25(t) = f(t)e!, donde f'(t) = g(t)e™ = e3e™t = €%, Entonces,
et t

ft) = % y tenemos que 25(t) = S-e = % Por lo tanto,

o3t
z2(t) = C2€t + -,
2
con ¢y € R.
Volviendo a la variable original, nos queda que todas las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales no homogéneo son:

11 cret 1 1 et 11
Y(t) = PZ(t) = [3 1] [0262+63t}:c16t [3]+cget [1}+2 [1]
2

con c1,cy € R.

3t

Observar que si llamamos Yy, () := c¢je ™ [ :13 } +co€t { 1 ] ,concy,ca € ReYy(t) := % [ ! ] ,

entonces,
Y (t) = Ya(t) + Yp(t),

donde Y}, son las soluciones del sistema homogéneo asociado Y’ = AY e Y, es una solucién particular,

es decir Y (t) = AY)(t) + F(1). O
Concluimos la semana resolviendo un ejercicio de examen.
1 2
Ejercicio de examen: Sea S =gen{ | 1 |, | 1 |}. Sean [Ps]é y [Ps.]é las matrices en la
0 1

base canénica de R? de las proyecciones sobre S y St respectivamente considerando el producto
interno canénico de R3. Si A := 2[P5]§ + 3[P3¢]§, encontrar todas las soluciones del problema a

valores iniciales:
1

Y'=A%"Y, Y(0)= |1
0

11



Dem. En primer lugar, recordar que como Ps es la proyeccién ortogonal sobre S, tenemos que
Pgi = I — Ps y por lo tanto, [Ps.]é = [ — Ps|é = I3 — [Ps]&, donde I3 es la matriz identidad de
3 x 3. Entonces,

A = 2[Ps)é + 3[Ps.]§ = 2[Ps§ + 3(Is — [Ps]§) = 313 — [Ps]é.

En el Ejercicio 5 probamos que la transformacion lineal Pgs siempre es diagonalizable. De hecho,
repasando lo que hicimos en dicho ejercicio, tenemos que Ps(v) = v para todo v € Im(Ps) =Sy
Ps(v) = 0 para todo v € Nu(Ps) = S*. Por lo tanto, los autovectores de la transformacién lineal
Ps son A2 =1y A3 =0 con autoespacios asociados Sy=; = Im(Ps) =S y Sx=0 = Nu(Ps) = St.

1 2
Calculemos S+, recordemos que St = {z € R3 : <:1:, 1 > =0, <x, 1 > = 0}. Enton-

0 1
T
ces, & € ST siy sélo si x = x2 | es solucién del sistema
z3
1 2
0:<x, 1 >:x1—|—a:2, 0:<x, 1 >:2x1+x2+x3.
0 1
Resolviendo el sistema, nos queda que 1 = —x92 v 3 = —2x1 — 22 = 2x9 — T2 = x2. Entonces
—X9 -1
T = 3 |, con zp € Ry por lo tanto ST = gen{ 1 |}
T2 1
1 2 -1
Entonces, si tomamos B:={ [ 1 |, | 1 |, 1 |}, tenemos que B es una base (de auto-
0 1 1
1 2 -1 1 00
vectores) de R? y llamando P := M§ = 11 1 y D = [Ps]i = 0 1 0 |, tenemos
01 1 0 0O
que
[Ps]é = PDPL.

Por lo tanto,

A=3I3— [Ps]é =3PP~! — PDP~! = P(3I3 — D)P~!

3—-1 0 0 2.0 0
=P 0 3—-1 0 Pl=plo0o 2 0|P"L
0 0 3-0 00 3

Entonces A es diagonalizable y por induccidn, es facil ver que (lo vimos la semana pasada)

2 00 220 0
A'=p( |10 2 0 )P l=P | 0 22 o |PL
00 3 0o o 3%

12



Como vimos arriba, todas las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales Y’ = A?'Y, son

1 -1
Y(t)= et | 1| et | 1| 4oy 1

0 1 1

con ci,ca,c3 € R.
Usando la condicién inicial podemos hallar los valores de c¢1, ca y ¢3. De hecho,

N

Y(O) =C 1 + o +c3 1 = 1

0

—_
—
]

Resolviendo el sistema, tenemos que ¢; = 1, co = 0 y ¢3 = 0. Por lo tanto, la solucién del sistema
de ecuaciones diferenciales a valores iniciales es:

Y(t)= 2t

13



